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SEMICONTINUITÀ DI UN FUNZIONALE DELLA SEGMENTAZIONE 
DIPENDENTE DA UNA FUNZIONE CONVESSA DELLA CURVATURA 

G. BELLETTINIt 

1. Introduzione. In un recente lavoro nell’ambito della ricostruzione di immagini 
nella teoria della visione, Mumford e Nitzberg [15] hanno proposto lo studio di funzionali 
dipendenti dalla curvatura del bordo di certi sottoinsiemi del piano. In questo nota studio 
la semicontinuità, rispetto alla topologia di L!(R?), del funzionale 

(1.1) F,(E)= J + 962] d00 (2), 

dove E C R? è un aperto limitato di classe (2, (2) = kor(z) € R? è la curvatura di QE 
nel punto z, $ è una funzione positiva e convessa di & con crescita almeno lineare all’infinito 
(si veda la condizione (2.1)), e 3? è la misura di Hausdorff uno-dimensionale in R? [10]. 

Il funzionale 7y risulta una versione semplificata dei funzionali suggeriti in [15], che 
sono definiti su famiglie finite ordinate di sottoinsiemi del piano. Come caso modello per 
la funzione $, si può considerare 

c1|z]? se |2| < i 
(1.2) d(2) = 2 

2c2|z| — A se |2| > a 

con ci, c2 €]0, +00[, esempio che, data la convessità di $ e la sua crescita lineare all’infinito, 
rientra nei casi considerati nel presente lavoro. 

In [2] è stato affrontato uno studio sistematico delle proprietà di semicontinuità e 
rilassamento nella topologia di L!(R?) del funzionale F4, nel caso in cui $(#) = |x|?, dove 
p>lè un numero reale. La presenza di una $ eventualmente lineare all’infinito rende, 
dal punto di vista di una possibile estensione semicontinua di F%$ ad insiemi non regolari, 
il funzionale (1.1) assai diverso dal funzionale F|.| studiato in [2]. Consideriamo infatti il 
seguente esempio. Sia $ la funzione definita in (1.2), e sia E l’insieme in Figura 1.1. È 
facile provare che esiste una successione {En}® di insiemi aperti limitati di classe C? tale 
che E, + Ein L'(R?) perh > +00 e sup, Fg(En) < +00 (si veda la Figura 1.2). È stato 
invece dimostrato in [2] che una tale successione non può esistere per l’insieme in Figura 
1.1, quando 7g = 7].|r. Una successione approssimante simile a quella della Figura 1.2 
può essere adoperata per approssimare l’insieme della Figura 1.3. Ciò mostra come anche 
gli insiemi i cui bordi abbiano qualche punto di angolo possano venire approssimati in area 
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Fig. 1.1: Un insieme E la cui frontiera ha un punto di cuspide. Per questo 

insieme si può dimostrare che non esiste alcuna successione {En}4a di insiemi 

aperti limitati di classe €? convergente a E in L!(R?) tale che supy 7].|jp (Eh) < +00. 

Fig. 1.2: La successione {En}a converge ad E in L!(R?) e la successione {Fy(Ekn)}k delle 
energie è uniformemente limitata rispetto a h. Notiamo che {7].|r (En)}a- 

non è equilimitata. 

Fig. 1.3: Un insieme E la cui frontiera presenta un punto di angolo. 

da successioni di insiemi aventi energia 7g equilimitata. Questo suggerisce di introdurre, 

per descrivere i bordi di certi insiemi limite, la classe B delle curve di classe W!! la cui 

derivata distribuzionale è una funzione BV a. valori in R? (si veda la Definizione 2.2). Il 

problema successivo è dare una definizione di 7g sulle curve della classe B in modo da 

avere buone proprietà di semicontinuità (si veda la (2.2)). 

In questo lavoro si dimostra la semicontinuità del funzionale Fy (Teorema 3.1, Corol- 

lario 3.1), e vengono generalizzati alcuni risultati ottenuti in [2]. Per alcune referenze 

bibliografiche riguardo a funzionali dipendenti dalla curvatura in un'ottica variazionale 

si rimanda, ad esempio, a [16] e [6,5,8,9,14]. Lo studio degli insiemi E approssimabi- 

li in L!(R?) con una successione {En} di insiemi aperti limitati di classe C? tale che 

sup, Fs(En) < +00, nel caso in cui @ sia del tipo (1.2), è attualmente oggetto di ricerca. 

Ringraziamenti 

Desidero ringraziare Gianni Dal Maso e Maurizio Paolini per le utili discussioni sull’ar- 

gomento. 

2. Notazioni e preliminari. Con 7! e L? indichiamo rispettivamente la misura di 
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Hausdorff uno-dimensionale e la misura di Lebesgue in R? [10]; £! è la misura di Lebesgue 
sulla retta, l'integrale rispetto alla quale verrà in qualche caso indicato anche con di. 
Quando scriveremo che una proprietà è vera quasi ovunque (q.0.) su un sottoinsieme di 
R, intenderemo sempre quasi ovunque rispetto alla misura £1; nel caso in cui si intenda 
un’altra misura, questa verrà specificata. Per ogni z € R?, indichiamo con |2} la norma 
euclidea di 2, e, se 0 > 0, B.(2)={wER?:|w- z|< 0} è la palla di centro 2 e raggio g. 
Il simbolo A denota la differenza simmetrica di insiemi. Per ogni sottoinsieme C di R?, 
xc indica la funzione caratteristica di E, int(C) denota la parte interna di C, e C la sua 
chiusura. 

Sia I C R un intervallo, e sia 4 una misura di Radon scalare o vettoriale su I. Indichi- 
amo con |u| la misura variazione totale di 4. Esiste un’unica decomposizione di Lebesgue 
4 = p° + p*, dove 4° è la parte assolutamente continua e 4° è la parte singolare di 4 
rispetto a £!. Se v è una misura assolutamente continua rispetto a 4, la densità di v 

dv rispetto a 4 viene indicata con Eri 

Se J è un intervallo di R, e &:/-— J è una funzione misurabile, la misura h4(p) su 
J è definita da h#(4)(B) = u(h-!(B)), per ogni sottoinsieme B Ci 

Lo spazio BV(I) delle funzioni a variazione limitata su I è definito come lo spazio delle 
funzioni w € L!(I) la cui derivata u' nel senso delle distribuzioni è una misura di Radon a 
variazione totale finita su I. Data u € BV(I), esiste una funzione v tale che v(t) = u(t) per 
quasi ogni # € I, e vè una funzione a variazione limitata in senso classico [10, 8$4.5.9,4.5.10]. 
Se u*(t),u-(t) indicano rispettivamente il limite superiore e il limite inferiore approssimati 
di u nel punto t € I [10], allora si ha {ut(t),u-(t)} = {lim,_+ v(7),lim,_;- v(7)}. Si 
può dimostrare [4], [10, Th. 4.5.9] che le funzioni BV sono approssimativamente derivabili 
quasi ovunque su I, che la derivata approssimata di u coincide quasi ovunque con u' e 
con la derivata classica di v. 

Ci sarà utile la seguente proprietà. Supponiamo che f : I — R sia una funzione 
approssimativamente derivabile quasi ovunque su I; sia g:I-+ R una funzione di Borel, e 
supponiamo che f(t) = g(t) per quasi ogni # € I. Allora 9 è approssimativamente derivabile 
e le derivate approssimate di f e g coincidono quasi ovunque su 7. 

Con BV(I,R?) indichiamo quelle funzioni a valori in R? le cui componenti sono di 
classe BV(I). Per le principali proprietà delle funzioni BV si rimanda a [17,13,11,1], e [10, 
$84.5.9,4.5.10]. 

Sia g$:R? + [0, +00) una funzione convessa, positiva, tale che 

(2.1) d(2) > a|z|- 0, per ogni 2 € R?, |z|> 
’ 

RD 

dove a > 0, 8 > 0 sono due numeri reali. 

Denotiamo con dx la funzione di recessione di È, cioè 

do0(z2) = lim t9(È) per ogni 2 € R?. 
t-0+ t 
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La convessità di $ garantisce l’esistenza del limite nella definizione di $co. 

Per ogni sottoinsieme E aperto limitato di R? di classe C?, definiamo (si veda la (1.1) 

Fy(E) = 1) + 6502) DEC), 

dove «(z) è la curvatura di dE nel punto z. 

Sia y : [0,1] + R? una curva di classe W1; con (Y) = {y(t) : t € [0,1]} indichiamo 

la traccia di y e con I(Y) la sua lunghezza. Con 4 indichiamo il parametro d’arco, e con 

4, # le derivate prima e seconda di y rispetto a s. Se z E R? \(y), I(Y; 2) è l’indice di 2 

rispetto a 7 [7]. 

DEFINIZIONE 2.1. Un sisterna di curve è una famiglia finita I = {y},...,Y"} di curve 

chiuse di classe W*1 tali che (i | è costante quasi ovunque su [0,1] per ogniî= 1,...,m. 

La traccia (T°) di l è definita come JI; (7°), e la lunghezza I(T) è definita come Se I g'). 

Se 2 € (T), l'indice I(T, 2) del punto z rispetto a I è definito come XE, 19,2). 

Un sistema di curve T = {}1,...;y} si dice disgiunto se (7°) N (77) = 0 per ogni 

PE POTE 2g 

DEFINIZIONE 2.2. Un sistema di curve D = {y},...,1"°} si dice di classe B se y' € 

W'1(0,1) e dr € BV((0,1),R?), per ogniî=1,...,m 

Sia E C R? un aperto limitato di classe C!. Diciamo che un sistema disgiunto di curve 

T' è una parametrizzazione orientata di dE se ogni curva del sistema è semplice, (F)=dE, 

e 

E={zeR?:I(T,:)=1}, R°\E={2€R?:I(1,2)=0}. 

DEFINIZIONE 2.3. Diciamo che una successione {T1}x di sistemi di curve di classe C? 

è debolmente convergente a un'sistema di curve I = {y},...,y} se il numero di curve 

di ogni sistema T,, è lo stesso del numero di curve di I° per h te ge grande, cioè 

T={X},...,7"}, e, inoltre, se yi — y' uniformemente in C°(0, 1), Sh _ Led debolmente 

in BV((0,1),R?) per h + +00, per ogniî = 1,. 

DEFINIZIONE 2.4. Diciamo che I è un sistema limite di curve se esiste una successione 

{Tn} di parametrizzazioni orientate di insiemi aperti limitati di classe C? che convege 

debolmente a T. 

Notiamo che se I è un sistema limite di curve, allora I' è di classe B. 

Vogliamo estendere la definizione del funzionale 74 (si veda la (2.2)) ai sistemi di curve 

della classe B, in maniera da avere buone proprietà di semicontinuità (Teorema 2.1). Una 
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delle possibili estensioni è la seguente. Supponiamo che il sistema di curve consista di una 
sola curva Y di classe B. Definiamo 

mia = 1 f METTO 0 = 1 [MT 1) de, 

ROFETOrE ST 
Dato che y"* può avere masse concentrate in singoli punti di [0,1], nella definizione di 
Ilx()]l$ si considera anche l’eventuale contributo di Y"* nel punto {0} (ricordiamo che la 
curva y è chiusa, pertanto l’intervallo dei parametri viene identificato con un cerchio, e 
dunque il punto {0} viene identificato con il punto {1}). Ad esempio, se $ è definita da 
(1.2), allora, essendo d00(2) = 2c2|2| per ogni 2 € R?, si intende 

le(M]|$ = 2e247)]y"*|({0,1]) = 2024) e: [(10, 1) + °°° (0) = 

2c24(7) [l2""|00,1D+1*(0) — 0) 
Definiamo poi 

IeMWile= Mi + eil FM=M+ eil 

Infine, se T = {y},...,y} è un sistema di curve della classe B, poniamo 

(2.2) le(Dl6 =D II FT) = O) + lele 
i=1 

Osserviamo che, se y è di classe C?, allora, usando il parametro d’arco s(t) = t/(7), 

1 Ut» ell = IMI = 1) J DM?" 0) de) = hi d(5(6)) dl (0). 
Per il seguente risultato si rimanda a [12]. 

TEOREMA 2.1. Sia y € B, e sia {Yn}x una successione di curve chiuse di classe B tali 
che ly) + {7) eq} — y" debolmente come misure, per h + +0o0. Allora 

Ie(M]s £ mint e(72)Il- 

Vediamo come si trasforma la definizione di Fé$(7) quando la curva y è parametrizzata 
per lunghezza d’arco. Abbiamo bisogno di alcune osservazioni. Sia € W!(0,1) una 
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funzione tale che u' € BV(0,1). Sia A> 0, sia Tx :]0,1[-]0,A{la applicazione Tx(t) = At, 

e sia ux(t) = MAY =uo Tab). Allora uy è di classe W!1 e u| è BV. Come notazione, 

poniamo v = u" e v) = u'{. Supponiamo che u sia di classe C°°. Allora, per ogni insieme 

di Borel B C]0,1[, si ha 

IAZIO, dt = x fe) d=2/ (5) ds. 

Pertanto, per ogni funzione 4 :I — R continua a supporto compatto, 

[von =. | 0 

Questa uguaglianza si estende, usando la convoluzione, alla stessa uguaglianza (adesso 

l'integrazione si intende rispetto alle misure vy e v) per la classe delle funzioni u € W!! la 

cui derivata prima è una funzione BV. Ne segue che, per ogni insieme di Borel B C [0,1], 

si ha v\(B) = Av(T\(B)), cioè, v\ = AT\-14(v). Dalla unicità della decomposizione di 

Lebesgue in parte assolutamente continua e parte singolare, ne segue 

vi = ATx-1p(1°) vi = ATx-1y(1°). 

Pertanto, per il teorema di derivazione sulle sfere [18, 1.3.9] per q.o. # € [0,1], si ha 

TORE tim PABel0) Yi tim LEMB(O)) _ 
dl’ 7 210+ L!(Bo(8)) ERs (8) “ano+ LI(Bo(b) 

°((B e(At)) 243 v°((B e(At)) _ 2 dv 

(8) ali ALDI)” car ZELO) dial "ia 

e, per |v{|-q.0. t € [0,1], 

di 

divi] 

Sia y € B, e sia s(t) = t/(y) il parametro d’arco. Allora, da (2.3) e (2.4), se y è parametriz- 

zata per lunghezza d’arco, si ottiene 

vi(Belt)) _ bo v*(Bxe(At)) ° cal ) 

fr: lvt|(Bo(4) o-0+ |v®|(Bxg(At)) div’l i (24) = 

ol Paga 0-21 (5)) dl(%), 

09) d4* 

Foe PA del)" 

dove 4 indica la misura {Ty g (1) 
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3. Semicontinuità di Fs. Il seguente lemma dimostra come ogni curva chiusa di classe €? dia un contributo non infinitesimo all’energia Fi 

LEMMA 3.1. Sia T= {y},... 1Y"} un sistema di curve di classe (2. Allora 

max(1,) 3.1 < T d = — 
(3.1) m<ceFy(T), ove c na 

DIM: Per ogni î € {1,...,m} si ha ([7, Th. 5.7.3]) 

Toi) 
2r < i |} de. 

(0) 

Essendo $ positiva, da (2.1) segue che $(2) > a|z|—- 0 per ogni 2 € R?. Dunque 

ai) i 2ra < i 9(') dL' (8) + {yÎ)8 < max(1,6)F;(41). v 

Sommando su î = 1,... ,m la precedente disuguaglianza, si ottiene 

2ram < max(1,8)Fg(T), 

cioè la tesi. [] 

Notiamo che nella dimostrazione del Lemma 3.1 l'ipotesi di convessità di $ non è stata 
usata, 

PROPOSIZIONE 3.1. Sia {Tx} una successione di sistemi di curve di classe C? verifi- canti 
1 

(3.2) sup (Th) < +00, sup ||e(T4)]]g < +00, h h 

e tali che 

(i) le tracce (Tx) siano contenute in un sottoinsieme limitato di R? independente da h; 
(ii) esista una costante cj tale che ogni curva yj del sistema T, soddisfi yi) > c1, per 

ogni h. 

Allora {Tn}, ha una sottosuccessione che converge debolmente a un sistema di curve 
T di classe B. 

DIM: Dalla (3.1), usando la (3.2) ne segue che il numero mk delle curve del sistema T', è uniformemente limitato rispetto a A. Quindi, per una sottosuccessione {T,},, esiste un intero m tale che D', = {yi:-+-:1[°} per ogni h. Fissiamo i E {1,...,m}; usando la condizione (ii) e (3.2) si ha ci < Ii) < ca per ogni h, dove c2 è una costante positiva 
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assoluta. Dunque, per ogni î = 1,...,me ogni h, la curva Yi può essere parametrizzata, con 

modulo della velocità costante, su [0,1]. Dalla (2.1) e usando (3.2), si ottiene che esiste una 

costante positiva c3 tale che 3; (| dt < cs. Dunque, usando la (i), la famiglia Dia è 

equilimitata in H?1. Pertanto ([11, Th. 1.19]), per una sottosuccessione, esistono m curve 

y,...,7 di classe B tali che yi — y' uniformemente in C°(0,1), da _ La debolmente 

in BV((0,1),R°) per h + +co0, per ogni i = 1,...,m. Il sistema D = {qa} € 

dunque il sistema di curve cercato. [] 

Siano {Thn}®, I come nella dimostrazione della Proposizione 3.1. Notiamo che 

(3.3) I p= fila [aa i) 
i TIT di e, 

per ogni 1= l,...,m. 

Per provare la semicontinuità del funzionale 74, è necessario il seguente risultato, la 

cui dimostrazione segue dalla (iii) del Lemma 4.1. La prova è posposta per semplificare 

l’esposizione. 

LEMMA 3.2. Sia E C R? un aperto limitato di classe C?, sia {En} una successione 

di insiemi aperti limitati di classe €? convergente ad E in L'(R?) tale che 

(3.4) sup H!(0E,) < +00, sup f b(xx(2)) dH' (2) < +00. 
h h JOE, 

Allora esiste un sistema limite di curve I° di classe B tale che (IT) > dE. 

Dimostriamo adesso il seguente lemma, che confronta il contributo di curvatura del 

bordo di un insieme regolare E con quello di un sistema di curve di classe B la cui traccia 

contiene dE. 

LEMMA 3.3. Sia E C R? un aperto limitato di classe C?, e sia I° un sistema di curve 

di classe B tale che 0E C (T). Allora 

J _0(x(2)) 2902) < ID) 

Dim: Sia T = {y},...:77}, e prendiamo un insieme misurabile T C VE in modo che 

esistano due intervalli aperti limitati I, J, e una funzione f:I-J di classe C? tali che 

(Tx DINE ={(2,y) E IXT:y< f(2)}, 

(1x 3)N9E= {(2,f(2)):2 61}, TE(Ix7)N0E. 
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Basterà dimostrare (si veda (2, Lemma 3.4]) che 

ù La 1(5 er ogni 7 = m 
(3.5) Jornr I #00) 5 fdt per ogni î= 1,...,m. yi 

Fissiamo i € {1,...,m}, poniamo r°!(T) = V,, e scriviamo Yi(s) = (ri(s),ri(s)). Ne segue che ji(s) = 4 f(1i(s)) per quasi ogni s € Vi. Poi, avendosi l3É(s)| = 1 per quasi ogni s € [0, ((y°)], si ottiene 

Fi(s) = Nena, - SI vi(s) = A per q.o. s € Vi. V1+(F((s)))? V1+(F(7(5)))? 
Definiamo 

V*={seW:4i() = 
1 

It (Fine 
sI 

VI+(F(1(8)? i 
Poichè 4i(5) è di classe BV,e VseTInO è di classe W!1, e queste due funzioni coinci- 

Wat kiiila)= 

dono su V.}, ne segue, da quanto detto nella Sezione 2, che le derivate approssimate coinci- dono quasi ovunque; pertanto, le parti assolutamente continue coincidono quasi ovunque. Perciò i . ; di) L'ALA) 
dL* (1+ (S'(2Î(8)))2)? 

Analogamente, si ottiene che 

dig L'A) 
1 (+ (Poi. 
di) = LG) 
del" (14 (Pie) 

Ne segue che le componenti dei vettori 23 (8) e k(y°(5)) coincidono quasi ovunque su Vi, da cui $(537-(s)) = $(£(7'(s))) per quasi ogni s € V;. Dunque, da [10 Th. 3.2.6] si ottiene 

per q.o. s € V;t. 

per q.o. s E V.7, 

per q.0. s E V,. 

d5'° i d5' J l 
i 3(s)) ds = $—--(s)) ds = H(k(Y'(s ds> { d(k(2)) dH! (2), 

VOLERE) As) dea /_Mx(2)) d00(8) 
cioè la (3.5). D 

Osserviamo che il Lemma 3.3 continua a valere con la stessa dimostrazione se l’insieme E può essere scritto, localmente, come il sottografico di una funzione continua f tale che F = will. 
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TEOREMA 3.1. Sia E C R? un insieme aperto limitato di classe C?, e sia {Eh}n una 

successione di insiemi aperti limitati di classe C? convergente ad E in L!(R?). Allora 

(3.6) fe + $(x(2))) dX(2) < liminf (1+@(rn(2))) dN (2), 
h-++00 E, 

dove x e kx sono rispettivamente le curvature di 0E e di GE. 

DIM: Possiamo supporre che il membro destro della (3.6) sia finito, altrimenti non c’è 

niente da dimostrare. Sia {Enx}x una sottosuccessione di {En} con la proprietà che 

(3.7) lim Fo(Enk) = lim inf Fs(Ekr) < +00. 
k-+ 

Per semplicità, questa sottosuccessione (e ogni sua ulteriore sottosuccessione) sarà indicata 

con {Ex}x. Usando il Lemma 3.1, si ha che, per ogni k, 0Ex ha un numero finito di 

componenti connesse. Sia Ax una parametrizzazione orientata di GEx. Poichè {Ex}k 

soddisfa la (3.4), la successione {Ax}x soddisfa la (3.2). Come nella dimostrazione della 

Proposizione 3.1, possiamo supporre che Ax = {a}, ..-,97°} con m indipendente da k. Sia 

{Tx} = Pa. . 1} } la successione e sia I il sistema limite di curve di classe 8 costruiti 

nella dimostrazione del Lemma 4.1. Allora, per costruzione, n <m, 1 = ia. 9°}, e i dr o 

per ogni j = 1,...,nsiha qg'i — 7° uniformemente in C°(0,1) e si dn deticlinerte 

in BV((0,1),R?) per &£ + +00. Usando la (3.7), la (3.3) e il Teorema 2.1 I 

lim inf 75(Ex) = lim Fs(Ex) > lim DIC: 
ages 

imparo) of bin)? dr (1) dL'(1) > 

Ya i) Dit +) inint f” $( (Uh pal (6) dLl'(1) > 

n 1 

IO) + Do 04) fimint f sE 0) 400 > 30). 

Ricordando che dal Lemma 3.2 (si veda la (iii) del Lemma 4.1) si ha (F) C dE, usando il 

Lemma 3.3 otteniamo 73 (1) > 73(E), e questo conclude la dimostrazione. Q 

-Concludiamo questo paragrafo con la localizzazione del Teorema 3.1. Sia Q C R? un 

aperto. Diciamo che un insieme misurabile E C R? è di classe C?(0) se E è limitato, 

aperto, e NN BE è di classe C?. 
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Se E € C?(9), definiamo 

Fs(E,9) = / gpl + (2) dl (2). 
COROLLARIO 3.1. Sia E un aperto limitato di classe C°(9), è cia {E} ana succes sione di aperti limitati di classe C?(9) convergente a E in I!(9). Allora 

Fs(E, Q) & lim inf Fs(Er, Q). 

Dim: Sia A un aperto relativamente compatto in Y. Basterà dimostrare che 

(3.8) Fo(E, A) < liminf F3(En, A). 
h4Ò+00 

Possiamo supporre che il membro destro di (3.8) sia finito, altrimenti non c'è niente da dimostrare. Sia {Exx}x una sottosuccessione di {Ex}, tale che 

lim Fo(Enk, A) = liminf F3(Ek, A) < +00. k-+00 h-Ò+00 

Per semplicità, questa sottosuccessione (e ogni sua ulteriore sottosuccessione) sarà indicata con {Ex}x. Poichè 

supH!(QNdEL) < +00, sup / P(kk(2)) dH' (2) < +00, k k JaneE, 

ne segue che, per ogni k, 
Mk ve Tk 

AN9E: UG) UL UP), 
i=1 j=1 

dove {y},...,91"*} è un sistema disgiunto di curve di classe €? tale che AN(vi) #0 per ogni 2 = 1,...,mx (si vedail Lemma 3.1); {#},... ,8x" } è una famiglia finita di curve semplici regolari di classe C? tale che (ile | è costante, Bi(0), #i(1) E 0Ne (BÎ)NdA # 0) per ogni j = 1,...,rk; gli insiemi (di), «ar 1 (Bi) »(8,*) sono a due a due disgiunti, e 

mk | ra . Usi) : (39) LF) + YO MA) + |" 68) d0%(8)] < 400. i=1 j=1 i 

Dal Lemma 3.1 segue che {mx}, è uniformemente limitata rispetto a k. Poichè BÌ) 2 2dist(0A,00) per ogni j = 1,...;r4, usando la (3.9) si ha che anche {rx} è uniformemente limitata rispetto a &. Passando ad una opportuna sottosuccessione, pos- siamo supporre che my e rx siano indipendenti da &. Denotiamo questi numeri con m 
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e r, rispettivamente. Poichè tutte le curve della famiglia {y},.--.9P,0i:---:£} incon- 

trano A, dalla (3.9) segue che le loro tracce sono contenute in un insieme limitato di R? 

indipendente da k. Consideriamo solo la sottofamiglia Di,. sa ni} di {y},...,9E} di 

quelle curve la cui lunghezza non tende a zero per & — +00, e denotiamola per sem- 

plicità con fl. nb n<m. Ripetendo i ragionamenti della Proposizione 3.1, per 

compattezza esiste una famiglia D = {y},...,77,0},...,87} di curve di classe B tale che 

yi — yi e Bi — B' uniformemente in C°(0,1), vi - ca e Bi - Lal debolmente in 

BV((0,1),R°) per & — +00, per ogni j = 1,...,n e ogni / = 1,...,r. Allora, poichè 

per ipotesi E € C?(Q), ne segue che AN (T) 2 ANSE (si veda [2, Th. 7.1]). Ripetendo 

gli ultimi passaggi della dimostrazione del Teorema 3.1 relativamente a A, si ottiene la 

(3.8). O 

4. Osservazioni finali. Ricordiamo che, se M indica la classe dei sottoinsiemi 

Lebesgue misurabili di R?, si definisce funzionale rilassato semicontinuo di F4(49) (0 

inviluppo semicontinuo di 74(-,92)) la applicazione Fg(-2) : M + [0, +00] data da 

Fs(E,Q) = inf{lim inf Fs(Ex,9): E > E in L'(0) per h > +00}, 

per ogni E € M (si veda [3]). 

Definiamo, per ogni E € M, 

E*={zeR?:3r>0£?(B;(2)\E)= 0}, 

F*={zeR?:3r>0£°(B;(2)M E)=0}. 

Il seguente Lemma (in particolare la (iii)) generalizza il Lemma 3.2. 

LEMMA 4.1. Sia E C R? un insieme misurabile tale che Fs(E,R°) < +00. Allora E* 

e F* sono aperti, E* è limitato, L'(EAE*)=0, E* = int(R? \ F*), F* = int(R? \ E*), 

e 0E* = 0F* = {z e R? :0 < £°(B,(2) N E) < £?(B,(z)) Vr > 0}. Inoltre esiste un 

sistema limite di curve I di classe B con le seguenti proprietà: 

(i) E* = int(Ar U(1)) 2 Ar, dove Ar = {ze R?\(I):I(M,2)=1}; 

Gi) F* = int(Br U(P)) 2 Br, dove Br = {2 € R?\(M):I(M,2)=0}; 

(iii) 0E* = 0F* = 0Ar N OBr C (FM). 

Dim: Dimostreremo l’esistenza di un sistema limite di curve I di classe B tale che 

L°(EAAr) = 0 dove Ar è definito in (i), perchè tutte le altre asserzioni del Lemma si 

dimostrano come in [2, Lemma 3.3). 

Poichè per ipotesi Fys(E,R°) < +00, possiamo considerare una successione {En}n di 

insiemi aperti limitati di classe C? convergente ad E in L!(R?) che verifica (3.4). Per ogni 

h, da (3.2) e dal Lemma 3.1 si ha che E, ammette una parametrizzazione orientata An 
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di classe C?, e il numero my di curve del sistema Ax è uniformemente limitato rispetto a 
h. Quindi, per una sottosuccessione {Ak}®, esiste un intero m tale che A, = Bib- r 
per ogni À. 

Per ogni h, vogliamo sostituire il sistema A, con un opportuno sistema disgiunto di 
curve I°, che verifichi tutte le ipotesi della Proposizione 3.1. 

Ragionando come in [2, Lemma 3.3], è possibile sostituire A, con un sistema disgiunto 
di curve Ap = Di,. n STE} di classe C?, con 1 < k < m, avente le seguenti proprietà: 

(4.1) esiste R > 0 tale che (An) S Br(0) per ogni h; 

per ogni M > 0 esiste An; E N tale che 

(4.2) I(An,z) = I(Ax,2) 

per ogni h > hp; e per ogni z € Bx:(0) \(Ax). 

Per semplicità di notazione, scriviamo A=i,... IE}. Abbiamo sostituito la suc- 
cessione {An}, con una successione {A,}n i cui elementi hanno tracce uniformemente 
limitate rispetto a h, cioè verificanti l’ipotesi (i) della Proposizione 3.1. Dobbiamo adesso 
fare una ulteriore sostituzione affinchè l'ipotesi (ii) della Proposizione 3.1 sia verificata. 

Consideriamo la successione {y}}n. Se limk_.+co {Y}) = 0, sostituiamo A, con il 
sistema A} = {},...,7}}. Osserviamo che la (4.1) garantisce che (y) C Br(0) per ogni 
h, e dunque, passando a una sottosuccessione {ri}Ò, esistono ri > 0 e 21 € Bnr(0) tali 
che, per ogni 0 < r < ri, esiste A, € N con (11) S B,(2') per ogni A > hr. Quindi esiste 
1 > 0 tale che, per ogni 0 < r < ri, esistono h, € N e un punto 2} con 

(4.3) zi € B.(e')N (Ar), (77) C B2r(2}) per ogni h > À,.. 

Se ne deduce che, per ogni 0 < r < ri, esiste A, € N tale che I(r},z) = 0 per ogni h > h, 
e ogni z € R? \ B2,(z}). 

Se {{Y})}x non tende a zero per h + +00, esistono una sottosuccessione {ri}, e una 
costante ci > 0 tali che (3}) 2 ci per ogni À. In questo caso definiamo AZ = An. Partendo 
da {A},}x; ripetiamo lo stesso procedimento per {77}, in modo da ottenere una nuova 
successione di sistemi di curve {AZ},. Dopo k passi, il procedimento termina con una 
successione di sistemi di curve {AK}, che denoteremo con {Ta}k. 

Per costruzione, per ogni A, I°, è un sistema disgiunto di curve di classe C?, con 
le — LIE Eh 1 <n sE. Supponiamo che siano state fatte in totale {= k- n 
eliminazioni per passare dal sistema A, al sistema T,, e siano ri,...,ri corrispondenti 
numeri (risp. 2,,...,2} siano i corrispondenti punti) dati dalla (4.3). Allora, per ogni 
O<r< fi Rei esiste h, € N tale che 

(4.4) I(T4,2) = I(Ax,2) 
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per ogni h& > h, e ogni z € (R? \ bi B2,(zi)) \ (Ax). Sia z e R? \ (Ax); poichè 

ziali E (Ax) e R? \ (Ax) è aperto, esistono 0 < r < minj;=1,...1T; € h, € N tali che 

z E el B2,(z3) per ogni h > h,. Dato che dalle (4.1) e (4.2) segue I(Ax,w) E {0,1} 

per ogni w € R° \ (Ax), si ottiene dalla (4.4) che I(T1,2) € {0,1}. Si conclude che 

I(T4,2) € {0,1} per ogni z € R? \(Ax). Lo stesso risultato si ottiene se 2 € R? \(Tk), 

scegliendo zi #2 per ogni j. Inoltre, per costruzione, 

(4.5) (Fa) E Br(0) per ogni h, 

e {Tx}k} verifica la condizione (ii) della Proposizione 3.1. Usando la (4.2), si ha che, per 

ogni M > 0 e ogni 0<r < min Ti: esiste h,,n € N tale che 
j=l, 

(4.6) I(T4,2) = I(A4,2) 

per ogni h > hrnr e ogni z € (Bx(0) \ [ia B2;(zi)) \ (An). Definiamo Ax = {z € 

R? \ (14) : I(F1,2) = 1}. Essendo T4 un sistema disgiunto di curve di classe C?, An è 

un aperto limitato e dA, = (T1). Usando la Proposizione 3.1, esiste una sottosuccessione 

{T,}, debolmente convergente a un sistema limite di curve I di classe B. Dalla (4.5) 

abbiamo che (1) C Br(0). Si può dimostrare che ogni punto di R? fuori dalla traccia di 

un sistema limite di curve di classe B ha indice zero oppure uno. Dunque I(I°,z) € {0,1} 

per ogni 2 € R? \ (T). Sia Ar l’aperto definito in (i). È chiaro che Ar C Br(0). Poichè 

xax(2) = I(T1,2) per ogni z € R? \ (Tn), e xar(2) = Z(T, 2) per ogni 2 € R? \(T), per le 

proprietà di continuità dell’indice e per il teorema della convergenza dominata, si ha che 

An + Ar in L!(R?) per h + +00. 

Proviamo che £?2(EAAr) = 0. Dalle (4.5) e (4.6), per ogni M > Re ogni0<r < 

minj=1,..,17j, abbiamo che Ax Ya B2,(27) = (ExN Bx(0)) \Ul_ B2,(2)) per A suffi- 

cientemente grande. Passando al limite per r — 0, si ottiene che £? ((ENBx(0))AAr) = 0. 

Essendo M arbitrario, si ottiene che £?2(EAAr) = 0. 

Le altre asserzioni del Lemma si dimostrano come in (2, Lemma 3.3]. 

Usando il Lemma 4.1, si può dimostrare (si veda [2]) il seguente risultato di parziale 

regolarità sugli insiemi aventi rilassato finito: 

TEOREMA 4.1. Sia E C R? un insieme misurabile tale che Fs(E,R?°)< +00. Allora 

E* è limitato, aperto, L°(EAE*) = 0, H!(0E*) < +00, ed esiste un sistema limite di 

curve I di classe B tale che 

(4.7) (T) D dE* e E*=int(Ar U(I)). 

Inoltre, F3(E,R°) > inf{Fy(T) : T € A(E)}, dove A(E) è la collezione di tutti i sistemi 

limite di curve T di classe B che verificano la (4.7). 

In [2] è stato mostrato che esistono insiemi molto irregolari ed aventi rilassato F|.|p 

finito (si veda la Figura 4.1), e che, se E ha bordo regolare tranne che in un numero finito 
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n di punti di cuspide, allora F,.-(E,R?) < +00 se e sol6 se n è pari (si confronti anche la Figura 1.1). Naturalmente, per le $ del tipo (1.2), questi risultati continuano a valere per Fa Dall’esempio di Figura 1.3, si capisce poi che anche insiemi con un numero dispari di cuspidi (e con un numero finito di angoli) hanno rilassato Fs finito. 
Un problema interessante è quello di cercare condizioni necessarie e sufficienti da im- porre su un insieme E € M in.modo da avere Fs(E, R?) < +00, e trovare qualche insieme modello per il quale si possa esplicitamente calcolare il funzionale rilassato Fs. 

Fig. 4.1: Un insieme E, costruito su un insieme di tipo Cantor, la cui frontiera presenta molti punti irregolari. Si può dimostrare che F|.|p (E, R?) < +00! Lo 
stesso risultato vale per 73, con una $ del tipo (1.2). 
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